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$��� ����%��� ������������ �%� ������ ������� %��
����%�������� ���� %��� ���&������������������������
����&�����!� '������%�������(������� ��������������
���������������������(���������������(������������%�����
��������������(����&���������&��(��������%������(
��%��&������������(�����������%���������%�������%��&��
����&�����������%���������������������)*��%��	+�(�,���
	������ ����(���&�������	������ ���-(�.���������� 	�� ���
�		+(� /������ ���	� ���� 0������� 	�� ���� ����1!� ���
���&����������������(����������������������&�������
������������%� ����������&��2������ ����������������%
�������� ������ ��� ���&��� ���� ��&��� )*���3���
����(�%��������&����������(�4'.(�������(�����&����
�������������(��&���������1�)$��������/����������(
5��6����-(�4���7���280�7��2�	���������+(�9�&�&���

!� ()*+�,-�*(�)

:�����������(�����������������,��%&���)�	��1(� �
�������������&�6���������������%��&���������������
��&�����%� ���� %��������������������;��������� ���
<������ 0�����,�%���� ������ �������*�����*��� ''
)�������� �		�1!�$��� ������;��� �� ��%��� �������� �
������������������%�����������������������#��������
�����&�����!�$�������������������)����1���#�������
�����������������%�����������!�'%��������������������(
����� ���� ��#���� ��� ���� ����� ���� ��������� %���� �%
��%������!�
�������������������%�����������������������
 ������ ��������� ���������!�:����������������%��� ��
���&��������������������%�����������������������
���������������������)0�������	����������1!
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����4�������=(���������8>?��2�	����������(�����1!
$�������&�����&�����2�� �������&����������������
)π1(�&�������������&����������&���������&��&���
)0�01��%������������ ����6��(�������������������� ���8
6�� �� %���� ����� 0�0� �� �%���� ���� �� ���8�%%������
�������!�4� ����(� ���������������� ������&���� ���
������������%� ����������&��2�������@��������������
&���������� ��������(� ����A� )�1� ���������� ��6�� �
�&�����%�����������)���&�����&����������B50<1��%
����%��&���%������������)�1�������������������������6���
�&�����%� %����� %��&� ���� %��&���%� %����� )��������
�&������ ����B00<1�� )�1� ��� ����� %����� ����� ��6�� �
�&�����%�������)���&��������&����������1��)�1�%��&
�����&�����%�����������%����(������%��&�������%��2�
)�1������)�1����������������������%��&���������������
)5�C����83�����	���������	1!

$��� ����8����������� ��������� )&��������
�&�����1� �� ��&&��� ��� ������ ��������� �������
������� ��� �� ����&��� ���8�%%������� �&�����������
 ���� ���� ����������� �%� �������� ������ �%
������������(� �����������������(� ����� �������� %��
��������!�'����������(�&����������&�����������%�����
������� ���� �������� ���� ��� ������� ���� ���� �������
�������� �%� ���� ����������� ���� ��������������� ��
������2�����������������!�0�����&������������%����
����������2�������%����������������������� ����!�
��(
&������������������������;������������%��������&������
����(�����������&���������������������(��%������6���
������������� ����������������� )�����1� ����������%� ���
����������!�4� ����(�&����������&����������������
�����������������������(�����%��������������� �������
�������������������������������������������&�������
��������������%������!

'����������(����;�����������������%������2���������
����(� ���� ��� �� ���� ������� ��� ����%�� ���������� ���
�������������%��������������%������2������������������
�%�������!�$����%���(�%���� ���������������&����&���
�2�� %����� �����8����������� ���������������&���
�;���� ��������� ���� %����� �2�(� �	�(� �� ���� �������
��������� ���� %����� �2�!�D���&��� �&���� �2�� ���
���������������&�@������������������������&��������
��%���8������&��������;���8��6��������)�E>1���������(
 ����� �� ��&��� ������� ���� �����&��� �&����
%��&�����������&�����%�������!�$����&�������%������
����%��%%������������������������������������%������2�(
 ���������� ���� ��������� �%%�������� )�F1� ��� ��#��� ���
����&��� �&���� �2�!�$��� ��;������ �&���� �2�� %��

�������� ��������� ���� %����� �2�� ���� ��� ��������� ��
&����������� ���� ��;������ �&���� �2�� %��� ��� �������
�������)������������%����1��2�����������������%������F
)
���	����������1!

'�� ���� �������(� ������� �� ������� ���� �����&
��������&����� ���� %��� ����������� ������!� 0������� �
�������� ���� �����&� ��������&����� ���� %��� �����
������!� 0������� �� �������� ��� �����@�&����&�������
��������� �%� ���� ����������!� '�� ������� �(� �� ������
�&���� �2�� ������� ���������!�0�������-������ ���
����&��� �&���� )������.1�������������� �2�� )�1������
���������� ���� ��&���� �;���� ������� �2�(� ����
�������=���������������%����&�����2�������&�������
��&���� �;���� ������� �2�!� 0������� +� ����
��#��&����%������;�����������������%������2�!�0������
	� ����� ��� �@�&���� %��� ���&������ ���� ����������� �%
���������������(������������������������������
��������������������������

#� +�),�	���.(/*(��	�,���0�+
(),(1(,-���*�/*().

'�� ���������@���%� ����������� ������(� ���� �������
�����&���������&����������������������������������
���� %�@��� ���� �����&� �%%���!�$��� ������� %���� ���
����������������/�������������������� ����������������
π��(���&���������������������������������������������
���������������)�������6�	�����������1!�$�������������
��������������������������6����;������

η�� B ( ) ln
1

ij
ij

ij

logit
π

π
π

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

B β��<����<���� )�1

 �����η���������������������������������%��&���%��&��
%�@��������)β�1������ �������&������)����������1(� ����

��G')�(� 2
aσ 1���������G�')�(�

2
bσ 1!�*��������&������

���� �����&� ��&������� ����&�������� �����������!
$����%���(�F;�������)�1�������� �������������&��%����
�������������%�����������������������A

π�� = π��)β���σ���σ	1

= H��I��@�JK)β��I����I����1LM
�� )�1

�$���&�@���������&�����%��������������������
��� �������������������������π������������������������
��������	���A

%����B�π���I�	��� )�1
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 �����	�������2����&������������������)%���N��(����1�B
π���)�Kπ��1�):���������		�8����(�:�����������������
�		-(� /���� � ���� O������� �		�(� ��������2� ���
:���&��� �		�(� O����� ����(��������6� ����.��
/���6����� �����(�O������ ����.���/���6����� ����(
06������� ���� ����84�6���� ���=1!� $���&����� �
 ����������%������&����������&����&�����2������
���� ��������� ��&������� ���� ��&��� ��� ��� 6�� �
):���������		�8����(���������2�����:���&��(��		�(
O���������(��������6�����.���/���6����������(��1!

2� +�),�	���.(/*(��	�,���0�+�.+�-3
*�/*().

0����������(� ������%�����3(��������������������7
��������� �� �����&��� ������� ��������%� ����.��� ����!
>���%���
�B��� �%� ����(�7������� ��� ���� ��7������ ��� ���� 3�7
%��������������������������������%���
�B�������� ��(�%��
�B��(��(�!!!(��(�3�B��(��(�!!!(���(���B��(��(�!!!(�.�������(�B��(
�(�!!!(����
�������������2�!�3���������%���
��������������(

�@����� ��������������2�����!�>���>��
�
1( 0)

sijr
ijkrk y

I
= >

=
∑

��� ���� ������������������(� ������� ���� ��7� ����� �����
����%�����3������������������������)>��
�=��1������������
)>��
�B��1!�$��� �� ����� ������� ���� �����&�������
���������>��
������ ��6�� �����������%� �>��
�=����%� ������7
��������%�����3��������������������������(�����>��
�=��
����� ��!�O����������� ��� ���� �����&��%%���� H��� ���
���M(������ ������%�����3������������������������������!
$����%���(����������������������������7���������%�����3����
�����������������������������

1

( 1| , ) (1 ) (1 )
ijrs

p
ijr i ij e e p ijkij

k

P Z a b S S Sπ π
=

= = = + − − −∏
 �����)������)�������� ����������������������%�����
�%� ���� ���������� ���(� �����������!� )�� ���� )� ���
��&�������������������������)O����	���������	1!����
�&�������(�������������������;�������&�����2�� �� ���
��&�� ��� �;���� ����� �2�(� �(� ��� ���� %����!�$��� �� �
������������&������%����&�����2�������&�������(
���� p

ijπ ������������A

( 1| , ) (1 )p s
ijr i ij e ijij P Z a b Sπ ϕ π= = = + − )�1

 �����ϕ = (1 − )��K�)1!�$���&�@���������������������
&����� %��� ������� ������� ���� ��� ������� �� ���

������������ ,p
ijπ ������������������������������� :p

ijre

p p
ijr ij ijrZ eπ= + )�1

 ����� ,p
ijπ ������������F;�������)�1����� ,p

ijle ����2���

&������������������)>��
N��(����1�B� (1 ).p p
ij ijπ π− �3� ����

θ� B� )β�(�σ�(�σ	1� ������� ���� ������� �%� ���� ���&����
����&����!�$���&������������6���������������������%��
����� ������ �%� ������!� ����(� ���� %���� �����������
��6�����������������������������%�������������%�����3����
���������(�����������A

1( | , ) [ ] [1 ]ijrp pZ Zijr
ijr i ij ij ijL a bθ π π −= − )-1

/�� &����������� ���� ������������ ��6�������
)F;�������-1����������������%�����������(����������������
���� ���� �����&� �%%���(�  �� ���� ���� &�������
)�������������1���6�������!

�)θ N�%1 B� 1 1 1
{ [ ( ( | , )i ijl m g

ijr i iji j r
L a bθ

= = =∏ ∏ ∏∫ ∫
� ( ) ) ( ) ]},ij ij i if b db f a da

 �����&)��1��������������%���������%���������)���1������
�������%���������%����!�<�%����������(������������������
��6�������� �� �����������!�$����� ���� ������� ��� �%
�����@�&����������&����������6��������%�������!�$ ���%
���&����A�)�1���������������������@�&���������������
:������;���������������)�1�����������2���������8������
����������$������������@�������)$0F1�)�������6�	�
���� �����(�/���� �����O��������		�1!�$���&�������
%��&��%�������������2����������&�@���&�����):>��1
���%�������������(����������@���������������������
%���������%�����&��������&���!

'� �33+�4(	�*��	�+.()���1�+(�)����0
*5��3+�3�+*(�)

$���&��������&����� ������� %��������� �����������
���� �����&� �%%���� ���� �%� ���� ���8��6�������� ���
&�@�&�2���� ���� ���������&�������� ���8��6����������(
�������������(�����������������@�&����&�������������
$0F� )/���� � ���� O������� �		�1!� 3�@�(� p

ijπ �
�����@�&������������%���8������$0F�����������B������
����B��(��

0 0

0| ( 0) ( 0)

i ij i ij

i ij

p p
ij ijp p

ij ij i
i ija b a b

a b ija b
a b

π π
π π

= = = =

= =
∂ ∂

≈ + − + −

)=1
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1
0 0| (1 ) (1 ) | ( )

i ij i ij
p p s

a b ij ij ij a b iij ij s aπ π ϕ π π π−
= = = =≈ + − −

��������I��ϕ)��K�π��1
��� 0(1 ) | ( )

i ijij ij a b ijbπ π = =−

1 1(1 ) (1 ) (1 ) (1 )p p s s
i ijij s a s bπ π ϕ π π π ϕ π π π− −≈ + − − + − −� � � � � � �

)=1

 ����� 1
0 0| (1 [1 exp( )] )

i ij
pp s

a bij Seπ π ϕ β −
= =≈ = + − + −�

���� 1
0 0| [1 exp( )] ,

i ijij a bπ π β −
= =≈ = + −� � �������� �������

�������������������������������������������)���1����� �
�������%��������

, ,
p p p p
ij ij ij ij ij ij

i ij i ij ij ija a b b
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'����������!-� ��������������&���������%������������)�1(�%�����)�1��������������%�����).1���������������2��)�1
�����>��������&���������!�*��%����������&���&�2���������������������������������������������&���&�2�������
�����������������������������������������������&������&���������%���������.���������������!�D���������@������
%������������� ��������&��� ������������%� ���������� ����%%�����!����� ���� �����(� ���������� ���O������� )�	==1(� �
������������&�������������&���&�2�����������������%���������������%��������������������������������!�$���&���
���������������&��%�&���&�2�������������&����&���&�2���������������A

�)�(�.1�B� ˆ( )V π )��.����I���.���I������I����1

�)�(�.1�B�
2*

2* ( )b
a

V

m mg

σ δσ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

H���I�����I��.�)����I���1M )O�1

$���O�����80�� ��2����;�������)O��������	==(��!�==1��

2 2 2( )( ) ( )h h h h hh hA B A B∑ ∑ − ∑ �B� 2( ) 0i i j i j j iAB A B>∑ ∑ − ≥ )O�1

$����%���

2 2 2( )( ) ( )h h h h hh hA B A B∑ ∑ ≥ ∑ )O�1

��6�������B� 2* ,aσ ����B�
2*

,b

m

σ
����B�

( )
,

V

mg

δ
�4��B� 4 ,c �4��B� 3 ,mc �4��B� 1 2( ),mg sc c+ � �������@����)O�1

��)O�1A

2*
2*

4 3 1 2
( )

[ ][ ( )]b
a

V
c mc mg sc c

m mg

σ δσ + + + + + ( )2
2* 2*

4 3 1 2( )( )a bc c V sc cσ σ δ≥ + + + )O�1

$����������� �������&���&�2��(��������������������;��������%�F;�������)O�1�����!�0������������;��������%�F;������
)O�1������@����������������(� ��%��������

34

2* 2*
a b

mcc
k

m

σ σ
= ≥ ���������� )O�1

���

1 23

2*

( )

( )b

mg sc cmc
k

V

mgm

δσ
+

= ≥
)O-1

%��&�)O�1

3 34 4 4
* *2* 2* 3

b

a b aa b

mc m cc c c
m

c

m

σ
σ σ σσ σ

= ⇒ = ⇒ =
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1 2 1 23 3 3
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( ) ( ) ( )

( ) { (1 )}( ) ( )b bb

mg sc c mg sc c Vmc m c c
g

sc cV V

mgm

δ
σ π π σδ δσ

+ +
= ⇒ = ⇒ =

+ −� �

'%� �� ��� ���&���&�2�� ������������������� ��������� ���������(� ��������&��� ������������%� ���������� ������
����������������������������������������%����(����� �����A����B��")�.����I��.���I�����I���1!�4� ����(��%� �
 ������&���&�2����������������������������������������)��1(���������&����������%��������������������������

���������� ����������������������� %��� �(����� �����A� ���B�
2 2

2 2
0

{ (1 )} ( )
[{ (1 )} ]/ .b

a
V

V
m mg

π π σ δπ π σ −− + +
� �

� � �$��
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$����������������@�&������)���������1�����������%��&������F��%�F;�������)���������1����%�������!

/���!��>�������.����������������������������2�������%��������&������������������2���� �����@����������µ�����
������������������σ�!�F;�������)���������1�����&�&�������&������%

( )
g U

RE E
g U

απ
α

+ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
� )��1

 �����α�B�)��K�ρ1"ρ ≥ 0!

/���#��,�%������B�)��K�µ�1������������������&����)��1�������� ��������A

1

1 ( /( ))
n n

n n n

U d d
E E E

U d d

µ µ
α µ α µ α µ α

⎧ ⎫⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎪ ⎪⎛ ⎞ = =⎨ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎩⎩ ⎭
$����������&�����$�����������H�����	������)�	=�1(��!����(�F;�������)��1MA

0

1

1 ( / ))

j

n nj

d

d µ α µ α

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠⎝ ⎠
∑

�%�K)µ��I�α1�X���X�)µ��I�α1���������������������!

0�������B���K�µ������α ≥��(��������������������������� ����������%���(��@�����%�����&�����������������)��T�2µ�
<�α1�%���������������������6� �����������2����������������&������ ����������ρ )B�&����α1!�$��� ������A

0

j
n

j
n n

U d d
E E

U

µ
α µ α µ α

∞
=

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎪ ⎪⎛ ⎞ = ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ )��1

/���2��'%� ����������������&����� ����3�T��(������������������&����)��1(� �� ��������

2{1 (1 )}
U

E CV
U

λ λ λ
α

⎛ ⎞ = − −⎜ ⎟+⎝ ⎠
)��1

 �����λ�B�)µ�@µ��<�α11�∈ )�(��M(���&���� g �B�µ���������B�σ�/µ�����������%%��������%������������%����������&
����������!

/���'��5��������)��1������)��1�����A

2ˆ( ) {1 (1 )}tRE CVπ λ λ≈ − − )��1

+<���

'�����������)��1������������
�
����&� ����3�T�����������%��(� ��������

2 3 3 4ˆ( ) 1 {(1 )[ skew + (kurt + 3)]}tRE CV CV CVπ λ λ λ λ≈ − − − )��1

 �����6� �����6������������6� �������6�������%�������������2�������������(�������(�6� �B���������������

&�&�����%������������������ 3,nσ �����6����B���������&�&�����%�������������� 4,nσ &������)��(�%����@�&���(�����

	�����(��	=�(��!=-1!
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